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摘要

研究背景

瑞利商在数值线性代数、物理学中的振动分析以及机器学习中的谱聚类
等领域有着广泛应用

，其核心价值在于通过变分原理为分析和计算厄米
特矩阵的特征值问题提供框架。

研究内容

递归计算表明，经典瑞利商的最大值是一类特殊三对角矩阵（主对角线
元素为零且所有非零元素均为二分之一）的最大特征值。然而，本文基
于有限群上的傅里叶分析给出了另一种证明。
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瑞利商的基本定义

对于实向量x = (x1, . . . , xn)，经典瑞利商定义为：

R(x) =
xTMx

xTx
=

x1x2 + x2x3 + · · ·+ xn−1xn
x21 + x22 + · · ·+ x2n

(1)

其中M为特殊三对角矩阵：

M =



0 1/2 0 · · · 0

1/2 0 1/2
. . .

...

0 1/2 0
. . . 0

...
. . .

. . .
. . . 1/2

0 · · · 0 1/2 0


(2)
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传统递归证明方法

特征方程方法

通过构造特征多项式：

det(M − λI ) = 0

利用三对角矩阵的特殊结构，建立递推关系。

递归计算

设Dn(λ) = det(Mn − λI )，则有：

Dn(λ) = −λDn−1(λ)−
1

4
Dn−2(λ)

通过求解该递推方程得到特征值。
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传统方法的局限性

计算复杂性

递推过程繁琐，缺乏直观性

难以推广到更复杂系统

掩盖了问题的内在对称性

概念深度不足

无法揭示群论结构

难以联系连续与离散理论

缺乏统一的理论框架

核核核心心心问问问题题题：：： 我们需要一个更加本质、更加优美的证明方法！
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有限循环群基础

循环群定义

考虑循环群G = Z2N，其中N = n + 1：

G = {0, 1, 2, . . . , 2N − 1}

群运算为模2N加法。

特征标理论

循环群Z2N的不可约特征标为：

χk(g) = e2πikg/2N , k = 0, 1, . . . , 2N − 1

构成一组完备正交基。
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有限群傅里叶分析

定理 (有限群傅里叶变换)

对于任意函数f : G → C，其傅里叶变换为：

f̂ (k) =
∑
g∈G

f (g)χk(g)

逆变换为：

f (g) =
1

|G |
∑
k

f̂ (k)χk(g)

卷积定理

卷积在傅里叶域中变为乘法：

f̂ ∗ h(k) = f̂ (k) · ĥ(k)

其中(f ∗ h)(g) =
∑

k∈G f (g − k)h(k)。

林国斌 (三明学院) 有限群傅里叶分析 2025 年 11 月 14 日 8 / 15



有限群傅里叶分析

定理 (有限群傅里叶变换)

对于任意函数f : G → C，其傅里叶变换为：

f̂ (k) =
∑
g∈G

f (g)χk(g)

逆变换为：

f (g) =
1

|G |
∑
k

f̂ (k)χk(g)

卷积定理

卷积在傅里叶域中变为乘法：

f̂ ∗ h(k) = f̂ (k) · ĥ(k)
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卷积核的构造

相互作用核

定义卷积核f : G → C为：

f (g) =

{
1
2 , g ≡ ±1 (mod 2N),

0, 其他情况

该核描述最邻近相互作用。

卷积算子

定义卷积算子T：
(Th)(g) =

∑
k∈G

f (g − k)h(k)

由于f的特殊形式：

(Th)(g) =
1

2
[h(g − 1) + h(g + 1)]
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傅里叶对角化

傅里叶变换计算

计算卷积核的傅里叶变换：

f̂ (k) =
∑
g∈G

f (g)χk(g) =
1

2
(e2πik/2N + e−2πik/2N) = cos

(
πk

N

)

定理 (对角化定理)

每个特征标χk是卷积算子T的特征函数：

(Tχk)(g) = f̂ (k) · χk(g) = cos

(
πk

N

)
χk(g)

傅里叶变换完全对角化了卷积算子。
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奇函数子空间

对称性约束

考虑循环群上的奇函数：

h(−g) = −h(g), ∀g ∈ G

该约束自然实现狄利克雷边界条件。

边界条件推导

h(0) = −h(0) ⇒ h(0) = 0

h(N) = −h(−N) = −h(N) ⇒ h(N) = 0

重现端点处的零边界条件

维度分析

奇函数子空间的维度为N − 1 = n，与原始问题的维度完全吻合。
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离散正弦特征函数

特征函数构造

在奇函数子空间中，特征函数为离散正弦函数：

ϕk(g) = sin

(
πkg

N

)
, k = 1, 2, . . . ,N − 1

特征值验证

直接计算验证：

(Tϕk)(g) =
1

2
[ϕk(g − 1) + ϕk(g + 1)] = ϕk(g) cos

(
πk

N

)
因此ϕk是特征函数，对应特征值cos(πk/N)。
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主要定理证明

定理 (瑞利商最大值)

经典瑞利商的最大值为cos(π/(n + 1))，对应三对角矩阵M的最大特征
值。

证明.

1 卷积算子T在奇函数子空间中的限制即为矩阵M

2 T的特征值为cos(πk/N)，k = 1, . . . ,N − 1

3 最大特征值为cos(π/N) = cos(π/(n + 1))

4 由瑞利商变分原理，该值即为瑞利商的最大值
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理论意义与优势

理论意义

揭示了瑞利商的对称性本质

建立了离散分析与群表示论的联系

提供了连续与离散理论的统一框架

具有一定的启发性可推广到复杂系统

物理直观性

对称性约束对应物理边界条件

卷积算子描述相互作用模式

特征值对应系统的振动模式
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有限群傅里叶分析为我们打开了
理解瑞利商极值性质的新大门

非常感谢！
欢迎提问与讨论

林国斌 (三明学院) 有限群傅里叶分析 2025 年 11 月 14 日 15 / 15



结语

对对对称称称性性性是是是理理理解解解数数数学学学的的的钥钥钥匙匙匙

有限群傅里叶分析为我们打开了
理解瑞利商极值性质的新大门

非常感谢！
欢迎提问与讨论

林国斌 (三明学院) 有限群傅里叶分析 2025 年 11 月 14 日 15 / 15



结语

对对对称称称性性性是是是理理理解解解数数数学学学的的的钥钥钥匙匙匙

有限群傅里叶分析为我们打开了
理解瑞利商极值性质的新大门

非常感谢！
欢迎提问与讨论

林国斌 (三明学院) 有限群傅里叶分析 2025 年 11 月 14 日 15 / 15


	引言：瑞利商的理论背景
	传统证明方法及其局限性
	有限群傅里叶分析基础
	卷积算子的构造与对角化
	对称性约束与边界条件
	证明完成与理论意义
	结论

